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Resumen 
En este trabajo exponemos una versi￿n de la extensi￿n del Teorema de Walras para 
multifunciones fuzzy. 
 
Palabras Clave: Espacios topol￿gicos fuzzy, multifunciones fuzzy, desigualdades 
vectoriales cuasivariacionales, punto fijo, teorema de Walras. 
 
 
Abstract 
In this paper we expose one version of the extension of Walras Theorem for fuzzy 
multifunction . 
 
Keywords: Fixed point; Fuzzy topological spaces; Fuzzy multifunctions; Vector 
quasivariational inequalities;  Walras theorem. 
 
 
 
1. INTRODUCCI￿N 
Presentamos una versi￿n de la extensi￿n del Teorema de Walras para 
multifunciones fuzzy [11].   
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La importancia del Teorema de Walras [15], fundador de la Escuela de 
Lausanne, en el estudio de la Econom￿a Competitiva, amerita que sus 
diferentes versiones y/o extensiones no solo sean tratadas con rigor 
sino tambiØn con claridad didÆctica. Es por esa raz￿n que en la 
exposici￿n que presentamos, hemos puesto Ønfasis en la claridad del 
tratamiento, en especial el que concierne al aspecto topol￿gico, a tal 
respecto cabe seæalar la demostraci￿n del Teorema 2.1, que es la 
piedra clave de la demostraci￿n del Teorema de Walras para 
multifunciones fuzzy. 
 
Este trabajo requiere un conocimiento elemental de la teor￿a de 
espacios topol￿gicos [1, 7], y sobre espacios vectoriales topol￿gicos [3], 
como as￿ tambiØn sobre la temÆtica fuzzy [2, 12, 16], en especial sobre 
multifunciones fuzzy [10, 13]. 
 
Con el objeto de facilitar una primera lectura a quienes no estÆn 
familiarizados especialmente con la temÆtica fuzzy, explicitamos en 
este punto algunos conceptos elementales sobre conjuntos fuzzy y 
algunos resultados sobre multifunciones fuzzy, que utilizaremos en 
nuestra exposici￿n. 
 
Por œltimo seæalamos que se mantiene la notaci￿n standard, tanto para 
los objetos y relaciones fuzzy como para los objetos y relaciones no 
fuzzy.  
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Definici￿n 1.1. Dado un conjunto X se llama conjunto fuzzy (o borroso) 
en  X , o tambiØn, mÆs propiamente, subconjunto fuzzy (o borroso) en 
X , a toda aplicaci￿n  I X A → : 1. 
Para cada  A x∈ , el valor  () x A  se llama el grado de pertenencia de  x  en 
el conjunto borroso  A , y el conjunto  () {} 0 / > ∈ x A A x , se llama el soporte 
de A  y se anota sopA . 
 
Definici￿n 1.2. Sean  X  un conjunto no vac￿o,  K  u n  c o n j u n t o  d e  
￿ndices y () K k k A ∈  una familia de conjuntos fuzzy (borrosos) en  X . 
Entonces se definen respectivamente, la uni￿n  U
K k
k A
∈
 y la intersecci￿n 
I
K k
k A
∈
, mediante las expresiones siguientes: 
Para todo  X x∈ :  () () x A x A k
K k K k
k
∈ ∈
= sup U  
Para todo  X x∈ :   () () x A ￿nf x A k
K k K k
k
∈ ∈
= I   
 
Definici￿n 1.3. Dados un conjunto borroso  I X A → :  y un valor 
( ] 1 ; 0 ∈ α , se llama α -corte de  A  o tambiØn subconjunto de nivel α  - se 
anota  α A -  al subconjunto definido por:  () {} α ≥ ∈ = α x A X x A /   
 
Definici￿n 1.4. Sean E  e Y , EVTH (espacios vectoriales topol￿gicos de 
Hausdorff) sobre ℜ ,  X  un subconjunto de E , no vac￿o y convexo,  K  
un  cono convexo en Y ,  Y K ≠  y 
Y X M 2 : → , una multifunci￿n. 
Entonces: 
1.4.1.  M  es K-convexa  sii: 
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  X x x ∈ ∀ 2 1, ,   I ∈ λ ∀ ,  ()( )() ( ) () K x x M x M x M + λ − + λ ⊂ λ − + λ 2 1 2 1 1 1  
1.4.2.  M  es K-cuasiconvexa sii:  
Y a∈ ∀ ,  el conjunto  () {} K x M a X x + ∈ ∈ /  es convexo. 
 
Definici￿n 1.5. Sea  ℜ → ξ Y :  una aplicaci￿n con dominio en un EVTH 
sobre ℜ . Se dice que:  
1.5.1.  ξ es mon￿tona creciente respecto a un cono convexo  K en Y  si :
    K b a + ∈ ⇒   () () b a ξ ≥ ξ . 
1.5.2.  ξ  es estrictamente mon￿tona creciente respecto a un cono 
convexo  K  en Y  si:  
  K b a + ∈ ⇒    () () b a ξ > ξ . 
 
Definici￿n 1.6. Dados dos conjuntos  X  e Y , se llama  multifunci￿n 
fuzzy de  X  en Y   a toda aplicaci￿n 
Y I X M → : . 
 
En lo que sigue dada una multifunci￿n fuzzy 
Y I X M → : , para todo 
X x∈  el conjunto fuzzy  () x M  se anotarÆ frecuentemente con  x M . 
 
Definici￿n 1.7. Una multifunci￿n fuzzy 
Y I X M → : de un conjunto  X  
en un subconjunto Y , de un EVTH  Z  sobre ℜ  se dice convexa sii: 
Y  es convexo y  X x∈ ∀ ,  Y z y ∈ , ,  [] 1 ; 0 ∈ λ  resulta:   
() () ( ) ( ) {} z M , y M m￿n z y M x x x ≥ λ − + λ 1  
 
Definici￿n 1.8. Un conjunto fuzzy  A , definido en un espacio 
topol￿gico  X  se dice compacto sii para cada  ( ] 1 ; 0 ∈ α  el corte  α A  es un 
subconjunto  compacto de  X . R. Scarparo /Cuadernos del CIMBAGE N￿ 6 (2003) 75- 91 
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Definici￿n 1.9. Dada una multifunci￿n fuzzy 
Y I X M → :  de un espacio 
topol￿gico  X  en un espacio topol￿gico Y  se dice que: 
1.9.1.  M  es topol￿gicamente abierta sii: 
Para cada  X x ∈ 0 y para cada subconjunto abierto V de  Y  que admite 
la existencia de un punto  V y∈  y un valor  ( ] 1 ; 0 ∈ γ  tales que:  () γ ≥ y M x0 ,  
existe un entorno U de  0 x , tal que para cada   U x∈ existe un punto 
V y ∈ ’  tal que  () γ ≥ ’ y M X . 
1.9.2.  M es topol￿gicamente cerrada sii: 
Para cada  X x ∈ 0  para cada  ( ] 1 ; 0 ∈ γ  y para cada subconjunto abierto 
V de  Y  que verifica  () γ ≥ y M x0 V y ∈ ⇒ ’  existe un entorno U  del punto 
0 x  tal que para cada  U x∈ : si   () γ ≥ y M X   V y∈ ⇒ . 
1.9.3.  M  es continua sii: 
M  es topol￿gicamente abierta y topol￿gicamente cerrada. 
1.9.4.  M  es cerrada sii: 
La funci￿n de  Y X ×  en I  definida por la asignaci￿n () ( ) y M y x x → ;  es 
semicontinua superiormente (s.c.s.). 
 
Lema 1.10. (Lema de Chan) [11][13]. Sean  X  un subconjunto 
cerrado, convexo y no vac￿o de un espacio vectorial topol￿gico E  sobre 
ℜ ,  C un subconjunto convexo y no vac￿o de un espacio vectorial 
topol￿gico  Z  sobre ℜ  y  ( ] 1 ; 0 : → α X  una funci￿n s.c.i. Si 
C I X F → :  es 
una multifunci￿n fuzzy tal que para cada  X x∈ ,  () () ∅ ≠ α x x F  y si 
C ~ X : F 2 →  es la multifunci￿n definida por  () ( )() x x
~ F x F α = , se tiene 
que: R. Scarparo /Cuadernos del CIMBAGE N￿ 6 (2003) 75- 91 
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1.10.1.   Si  F  es una multifunci￿n fuzzy convexa entonces 
~ F  es una 
multifunci￿n a valores convexos. 
 
1.10.2.  Si F  es una multifunci￿n fuzzy cerrada y convexa, entonces 
~ F  es una multifunci￿n cerrada a valores cerrados y convexos. 
Teorema 1.11. Sean:  X e  Y   dos espacios topol￿gicos,  ( ] 1 ; 0 ∈ γ  y una 
multifunci￿n fuzzy 
Y I X F → :  tal que para cada  X x∈   () ∅ ≠ y x F . Si 
Y ~ X : F 2 →  es la multifunci￿n definida por  () ( ) y x
~ F x F = ,  valen las 
siguientes propiedades:  
1.11.1.    Si  F  es topol￿gicamente abierta entonces 
~ F  es semicontinua 
inferiormente (s.c.i.). 
 
1.11.2. Si  F  es topol￿gicamente cerrada entonces 
~ F  es semicontinua 
superiormente (s.c.s.). 
 
1.11.3.    Si  F  es  continua entonces 
~ F  es continua. 
 
Teorema 1.12. (Kakutani - Fan - Glickberg) Sea  K  un subconjunto 
compacto y convexo de un espacio vectorial topol￿gico localmente 
convexo de Hausdorff  E . Si  T  una multifunci￿n s.c.s. de K  en 
K 2   y 
para todo  K x∈ ,  () x T  es no vac￿o, cerrado y convexo, entonces existe 
un punto  K x ∈ 0  tal que  () x T x ∈ 0 . 
 
2.  DESIGUALDAD VECTORIAL CUASIVARIACIONAL PARA 
 APLICACIONES  FUZZY. 
En este punto se expone un teorema de existencia con respecto a 
desigualdades  vectoriales cuasivariacionales para aplicaciones fuzzy, R. Scarparo /Cuadernos del CIMBAGE N￿ 6 (2003) 75- 91 
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aplicando el teorema de punto fijo de Kakutani -  Fan-Glicksberg, [4, 5, 
6, 14]. 
 
Teorema 2.1. Sean  F E,  dos EVTLCH (espacios vectoriales topol￿gicos 
localmente convexos de Hausdorff) sobre ℜ ,  X  un subconjunto de E  
no vac￿o compacto y convexo; C un subconjunto de F  no vac￿o 
compacto y convexo e Y  u n  E V T H  s o b r e  ℜ  dotado con un cono 
convexo  K  puntuado. Sean ademÆs una multifunci￿n fuzzy continua y 
convexa 
X I X S → :  tal que para todo  X x∈ ,  x S  es un conjunto fuzzy 
compacto en  X , una multifunci￿n fuzzy cerrada y convexa 
X I X T → : , 
y una multifunci￿n fuzzy continua 
X I X C X G → × × :  tal que para todo 
() X C X u y x × × ∈ , , ,  () u y x G , ,   es un conjunto fuzzy compacto en Y . Si: 
2.1.1. Existe una funci￿n semicontinua inferiormente  ( ] 1 ; 0 : → α X  y 
dos valores  ( ] 1 ; 0 , ∈ γ β  tales que para cada  X x∈  los conjuntos de nivel 
() β x S  y   () () x x T α   son respectivamente no vac￿os y para todo 
() X C X u y x × × ∈ , ,  el conjunto  () y u y x G , ,  es no vac￿o. 
2.1.2. Para  todo  () C X y x × ∈ ,  ,  () K G
y u y x ⊂ , , . 
2.1.3.  Existe una funci￿n  ℜ → ξ Y :  continua y estrictamente mon￿tona 
creciente con respecto al cono K  tal que para cada () C X y x × ∈ ,  la 
multifunci￿n definida por;  () ( )
γ ξ → u y x G u , ,  es 
+ ℜ -cuasiconvexa. 
 
Entonces existe  X x ∈
∗ tal que  ( )
β ∗
∗ ∈
x S x  y existe  ( )


 

 ∗ α ∗
∗ ∈
x x T y tal que 
para todo  ( )
β ∗ ∈
x S x  y para todo 
γ


 

 ∗ ∗ ∈
x y x
G z
, ,
,  {} 0 − ∉ K z . 
Demostraci￿n: R. Scarparo /Cuadernos del CIMBAGE N￿ 6 (2003) 75- 91 
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Sean las multifunciones:  
 
X X S 2 :
~ →  tal que para cada  X x∈ ,   () ( ) β = x S x S
~  
 
X X T 2 :
~ →   tal que para cada  X x∈ ,  () ( )() x x T x T α =
~   
 
Y X C X G 2 :
~ → × ×  tal que para cada  X x∈ ,  () () ()
* , ,
~ , ,
γ = u y x G u y x G  
Entonces: 
 
(1) 
~ S  estÆ bien definida en virtud de 2.1.1., ademÆs es a valores, 
compactos por la definici￿n de la multifunci￿n fuzzy  S  y convexos por 
el Lema 1.10, (Lema de Chang). 
 
(2) 
~ T   esta bien definida por 2.1.1. AdemÆs como T  es una 
multifunci￿n  fuzzy cerrada convexa y conjuntamente con los datos 
α , , , , C X F E  de nuestra hip￿tesis, verifican la hip￿tesis del Lema 1.10. 
(Chang), resulta en virtud del punto ii) de dicho lema, que la 
multifunci￿n 
X X T 2 :
~ →   es cerrada, a valores no vac￿os, cerrados y 
convexos. MÆs aœn como para todo  x ,  () x T
~  estÆ contenido en el 
compacto C ,  () x T
~ es un subconjunto compacto. 
Recapitulando, 
~ T  es una multifunci￿n cerrada a valores no vac￿os, 
cerrados y compactos.  
 
(3) Como 
X I X C X G → × × : es una multifunci￿n fuzzy continua,   
vale decir topol￿gicamente abierta y cerrada, por [13] Lema 2.4., la 
multifunci￿n 
Y X C X G 2 :
~ → × × es continua. AdemÆs por hip￿tesis 
ℜ → ξ Y :  es una funci￿n continua y para todo () X C X u y x × × ∈ , , ,  () u y x G , , ) 
es un conjunto fuzzy compacto en Y , por lo tanto  () ( )
γ u y x G , ,  es R. Scarparo /Cuadernos del CIMBAGE N￿ 6 (2003) 75- 91 
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compacto y en consecuencia 
~ G ξ es una multifunci￿n continua a 
valores no vac￿os y compactos.   
 
Sea la funci￿n: 
ℜ → × C X M :  tal que  () C X y x × ∈ ∀ , ,  () ( ) ( ) { } x S s s y x G r m￿n y x M
~ ~ / , , , ∈ ξ ∈ =  
Demostraremos que la aplicaci￿n M es continua.  
Si consideramos la multifunci￿n: 
X C X C X L × × → × :  definida por  () ( ) ( ) x S y x y x L
~ , , , = , 
tenemos que  () () ( ) ( ) x S y x G y x L G
~ ~ ~ , , , ξ = ξ . 
Entonces  () () ( )
()
U
x S s
s y x G y x L G
~
~ ~ , , ,
∈
ξ = ξ  
Como  L  y 
~ G ξ son multifunciones continuas,  L G o
~ ξ  es una 
multifunci￿n continua. AdemÆs como  () ( ) x S y x
~ , ,  es compacto, el 
conjunto  () ( ) x S y x G
~ , , ξ  es compacto y por lo tanto la multifunci￿n 
definida por () ( ) ( ) { } x S y x G m￿n y x
~ ~ , , , ξ →  es continua. Eso significa que 
M es continua. 
 
Sea la multifunci￿n:  
 
X C X V 2 : → ×  definida por   () ( )() ( ) { } u y x G y x M x S u y x V , , , / ,
~ ~ ξ ∈ ∈ = . 
Como  () ( ) x S y x G
~ ~ , , ξ es un conjunto compacto, existe un valor  () x S u
~ ∈   
que efectiviza el valor  () y x M , , por lo tanto la multifunci￿n V  estÆ bien 
definida. 
 
Sea la multifunci￿n:  
 
X C X V 2 : ’ → ×  definida por  () () ( ) { } u y x G y x M u y x V , , , / , ’
~ ξ ∈ ℜ ∈ = . 
Tenemos que  () () ( ) x S y x V y x V
~ , ’ , ∩ = .  R. Scarparo /Cuadernos del CIMBAGE N￿ 6 (2003) 75- 91 
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Por lo tanto,  
() ( ) () ( ) { } x S u u y x G y x M X C X u y x V Graf
~ ~ , , , , / , , ∈ ξ ∈ × × ∈ =  
Por  consiguiente el complemento de  V Graf  esta dado por:  
 
() ( ) () { } () ( ) { } x S u X C X u y x u y x G y x M X C X u y x
~ ~ / , , , , , / , , ∉ × × ∈ ∪ ξ ∉ × × ∈ . 
Como  () x S
~  es una parte compacta de un espacio de Hausdorff, es un 
cerrado y por lo tanto el conjunto  () ( ) { } x S u X C X u y x
~ / , , ∉ × × ∈  es un 
subconjunto abierto en  X C X × × .  
 
S￿lo resta demostrar que el complemento de  ’ V Graf (()
c V Graf ’ ) es 
abierto. 
Sea () ’ , , V Graf u y x ∉  , vale decir tal que,  () ( ) u y x G y x M , , ,
~ ξ ∉ . 
Como  () u y x G , ,
~ ξ es compacto, existen un entorno U de  () y x M ,  y un 
entorno W de  () u y x G , ,
~ ξ tales que  ∅ ≠ ∩ W U . AdemÆs como M  es una 
aplicaci￿n continua existen sendos entornos  3 2 1 , , U U U  de  u y x , , , tales 
que para todo  U x ∈’ , para todo  U y ∈’ y para todo  U u ∈’ ,  () U y x M ∈ ’ , ’  y   
() W u y x G ⊂ ξ ’ , ’ , ’
~ . 
Por lo tanto para todo () 3 2 1 ’ , ’ , ’ U U U u y x × × ∈  se tiene que 
() ( ) ’ , ’ , ’ ,
~ u y x G y x M ξ ∉ . O sea que  ()
c V Graf U U U ’ 3 2 1 ⊂ × × . 
Por consiguiente,  V Graf es un cerrado. 
 
Ahora demostraremos que V es una multifunci￿n a valores convexos. 
Sean  () y x V u u , , 2 1 ∈  y  [] 1 ; 0 ∈ λ . Como la multifunci￿n 
~ S  toma valores 
convexos, se tiene que  () ( ) x S u u
~
2 1 1 ∈ λ − + λ   R. Scarparo /Cuadernos del CIMBAGE N￿ 6 (2003) 75- 91 
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Como por 2.1.3. para cada () C X y x × ∈ ,  la multifunci￿n definida por la 
asignaci￿n,  () u y x G u , ,
~ ξ →  es 
+ ℜ -cuasiconvexa, tenemos que el 
conjunto  () ( ) { }
+ ℜ + ξ ∈ ∈ = u y x G y x M X u A , , , /
~  es convexo. 
Es decir que si  () y x M t , 0 = , entonces  () { }
+ ℜ + ∈ ξ ∈ ∃ ∈ = t t u y x G t X u A 0
~ , , , / . 
O sea que  () { } 0
~ , , , / t t u y x G t X u A ≤ ξ ∈ ∃ ∈ =  es convexo.  
Como  A u u ∈ 2 1, , entonces  ()A u u ∈ λ − + λ 2 1 1 . 
Por lo tanto existe  () () 2 1
~ 1 , , u u y x G t λ − + λ ξ ∈  tal que  0 t t ≤   o  s e a  
() () 2 1
~
0 1 , , u u y x G t λ − + λ ξ ∈ . 
Luego  () ( ) y x V u u , 1 2 1 ∈ λ − + λ  y  () y x V , es convexo. 
 
Sea la multifunci￿n: 
 
C X C X W
× → × 2 :  definida por   ()() ( ) x T y x V y x W
~ , , × =  
Como  () y x V ,  y  () x T
~  son convexos y cerrados,  () y x W , es convexo y 
cerrado, ademÆs como 
~ T  es s.c.s., W es s.c.s. 
Como consecuencia del teorema del punto fijo de Kakutani-Fan-
Glicksberg [5] existe ( ) C X y x × ∈
∗ ∗ ,  tal que ( ) ( )
∗ ∗ ∗ ∗ ∈ y x W y x , , . 
Por lo tanto  
( )
∗ ∗ ∈ x S x
~ ,  ( ) ( )
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ξ ∈ x y x G y x M , , ,
~  e  () x T y
~ ∈
∗  
Luego existe  ( )
∗ ∗ ∗ ∗ ∈ x y x G z , ,
~  tal que  ( ) ( )
∗ ∗ ∗ = ξ y x M z ,  
Como  ξ  es estrictamente mon￿tona creciente con respecto al cono  K , 
tenemos que: 
Para todo  ( )
∗ ∈ x S s
~ ,  para todo  ( )
∗ ∗ ∗ ∈ x y x G z , ,
~ ;  ( ) () z z ξ ≤ ξ
∗  
O sea que  ( )
∗ ξ z  no es mayor que  () z ξ , lo cual implica que 
( ) {} 0 − ∉ −
∗ K z z   o sea que  ( ) {} 0 − ∉ −
∗ K z z  R. Scarparo /Cuadernos del CIMBAGE N￿ 6 (2003) 75- 91 
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Finalmente probaremos que  {} 0 − ∉ K z  
Supongamos lo contrario, vale decir que el punto   {} 0 − ∈ K z .  
Como  ( )
∗ ∗ ∗ ∈ x y x G z , ,
~ , por el punto 2.1.2., tenemos que  K z ∈
∗ . Dado 
que  K es puntuado se tiene que ( ) {} () () { } () 0 0 − − = − − − ∈ −
∗ K K K z z , lo 
cual es contradictorio. Por lo tanto  {} 0 − ∉ K z . En consecuencia existen 
( )
∗ ∗ ∈ x S x
~  (donde  ( ) ( )
β ∗
∗ =
x S x S
~  e   () x T y
~ ∈
∗ (donde  ( ) ( )


 

 ∗ α ∗
∗ =
x x T x T
~ ) 
tales que para todo  ( )
β ∗ ∈
x S x , y para todo  ( )γ
∗ ∗ ∗ ∈ x y x G z , ,
~ ,  {} 0 − ∉ K z .  
 
3- TEOREMA DE WALRAS PARA MULTIFUNCIONES FUZZY. 
Teorema 3.1. Sean  F E,  dos EVTLCH sobre ℜ ,  X  un subconjunto de 
E  no vac￿o compacto y convexo; C  un subconjunto de F  no vac￿o 
compacto y convexo e Y  un EVTH sobre ℜ  dotado de un cono convexo 
K  puntuado. Sean ademÆs una multifunci￿n fuzzy cerrada y convexa 
X I X T → :  y una multifunci￿n fuzzy continua 
Y I C X G → × : , tal que 
para todo () C X y x × ∈ , ,  () y x G ,  es un conjunto fuzzy compacto en Y . Si: 
3.1.1.  Existen una funci￿n semicontinua inferiormente;  ( ] 1 ; 0 : → α X  y 
un valor  ( ] 1 ; 0 ∈ γ  tales que para cada  X x∈ , los conjuntos de nivel 
() () x x T α  son no vac￿os y para todo () C X y x × ∈ , , el conjunto  () ( )
γ y x G , es no 
vac￿o 
3.1.2. Para  todo  X x∈ ;  () ( ) a K G y x + ⊂
γ ,  donde  () () x x T y α ∈ ,  Y a∈ .  
3.1.3.  Existe una funci￿n  ℜ → ξ Y :  continua y estrictamente mon￿tona 
creciente con respecto al cono K , tal que para cada  C y∈ , la 
multifunci￿n definida por  () ( )
γ ξ → y x G x ,  es 
+ ℜ -cuasiconvexa. R. Scarparo /Cuadernos del CIMBAGE N￿ 6 (2003) 75- 91 
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Entonces existen  X x ∈
∗ e  () () x x T y α ∈ tales que para todo  X x∈ y para 
todo 
γ


 

 ∗ 







∈
y x
G z
,
,  {} 0 − ∉ − K a z . 
Demostraci￿n: 
Sean las multifunciones 
C X T 2 :
~! →  tal que para cada  X x∈ ,  () ( )() x x T x T α =
~ . 
Y C X G 2 :
~! → ×   tal que para cada () C X y x × ∈ , ,  () () ()
γ = y x G y x G ,
~ , . 
X C V 2 : →  tal que para cada  X x∈ , 
( ) ( ) () () { } y x G y u G m￿n x S X x y V
X u
, , / /
~ ~ ~ ξ ∈ ξ ∈ =
∈
. 
 
Mediante una demostraci￿n anÆloga a la del Teorema 2.1, se prueba 
que las multifunciones 
~ T  y V , son semicontinuas superiormente, a 
valores compactos y convexos. 
 
Sea  
C X C X J
× → × 2 :  tal que para cada () C X y x × ∈ , ,  () ( ) ( ) x T y V y x J
~ , × =  
J  es una multifunci￿n semicontinua superiormente, a valores 
compactos y convexos.  
Por el teorema de punto fijo de Kakutani - Fan - Glickberg,  existe 
( ) C X y x × ∈
∗ ∗ ,  tal que ( ) ( ) ( )
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ × ∈ x T y V y x , . 
Por lo tanto existen  ( )
∗ ∗ ∈ y V x  e  ( )
∗ ∗ ∗ ∈ x T y  tales que 
( ) ( ) ( )
∗ ∗ ∗
∈
ξ ∈ ξ y x G y u G m￿n
X u
, ,
~ ~ . 
En consecuencia:  
Para todo  X x∈  y para todo  ( )
∗ ∈ y u G z ,
~ , ( ) {} () 0 − − ∉ −
∗ K z z  
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Se deduce que  {} 0 − ∉ − K a z . 
En efecto si suponemos que  {} () 0 − − ∈ − K a z , como  ( )
∗ ∗ ∗ ∈ y u G z ,
~  en 
virtud de 3.1.2., se tiene que  K a z ∈ −
∗ y puesto que K  es puntuado, se 
tiene que  () ( ) a z a z z z − − − = −
∗ ∗   y   () ( ) {} () ( ) K K a z a z − + − − ∈ − − −
∗ 0 , o sea  
{} () 0 − − ∈ −
∗ K z z , lo cual obviamente contradice la hip￿tesis. Luego 
existen  X x ∈
∗ e  () () x x T y α
∗ ∈  tales que para todo  X x∈  y para todo 
γ


 

 ∗ 







∈
y x
G z
,
,  {} () 0 − − ∉ − K a z  lo cual finaliza la demostraci￿n. 
 
Corolario 3.2. Sean  F E,  dos EVTLCH sobre ℜ ,  X  un subconjunto de 
E  no vac￿o compacto y convexo; C  un subconjunto de F  no vac￿o 
compacto y convexo e Y  un EVTH sobre ℜ  dotado de un cono convexo 
K  puntuado tal que  {} 0 − K  es abierto. Sean ademÆs una multifunci￿n 
fuzzy cerrada y convexa 
C I X T → :  y una multifunci￿n fuzzy continua 
Y I C X G → × : ,  tal que para todo () C X y x × ∈ , ,  () y x G ,  es un conjunto 
fuzzy compacto en Y . Si: 
3.2.1. Existen una funci￿n semicontinua inferiormente  ( ] 1 ; 0 : → α X  y 
un valor  ( ] 1 0; ∈ γ  tales que para cada  X x∈  los conjuntos de nivel 
() () x x T α   son no vac￿os y para todo () C X y x × ∈ ,  el conjunto de nivel 
() ( )
γ y x G ,  es no vac￿o. 
3.2.2. Para  todo  X x∈   () ( ) a K G y x + ⊂
γ , , donde  () () x x T y α ∈   y  Y a∈ . 
3.2.3. Para cada punto fijo  C y∈ , la multifunci￿n definida por 
() ( )
γ ξ → y x G x ,  es K-cuasiconvexa. R. Scarparo /Cuadernos del CIMBAGE N￿ 6 (2003) 75- 91 
 
89
 
Entonces existen  X x ∈
∗
 e  ( )


 

 ∗ α ∗
∗ ∈
x x T y  tales que para todo X x∈  y para 
todo 
γ


 

 ∗ 







∈
y x
G z
,
,  {} 0 − ∉ − K a z . 
 
Demostraci￿n: 
Es consecuencia del Lema 2.2. y del Teorema 3.1. 
 
Corolario 3.3. Sean  F E,  dos EVTLCH sobre ℜ ,  X  un subconjunto de 
E  no vac￿o compacto y convexo y C  un subconjunto de F , no vac￿o 
compacto y convexo. Sean una multifunci￿n fuzzy cerrada y convexa 
C I X T → :   y una funci￿n continua  ℜ → × ϕ C X : . Si: 
3.3.1.  Existe una funci￿n semicontinua inferiormente  ( ] 1 ; 0 : → α X  tal 
que para cada  X x∈  el conjunto de nivel () () x x T α  es no vac￿o. 
3.3.2. Para  todo X x∈ , para todo  () () x x T y α ∈   y para algœn valor ℜ ∈ a , 
() a y x ≥ ϕ , . 
3.3.3.  Para cada punto fijo  C y∈ , la funci￿n definida por la asignaci￿n 
() y x x , ϕ →  es cuasiconvexa. 
 
Entonces existen  X x ∈
∗  e  ( )


 

 ∗ α ∗
∗ ∈
x x T y  tales que para todo  X x∈ ,  
( ) a y x ≥ ϕ
∗ , . 
 
Demostraci￿n: Trivial. 
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